
Zápočtový test z MA2, varianta A 4. 1. 2018

1. Vhodným zp̊usobem integrace spoč́ıtejte integrál∫∫
E

xy dS,

kde
E : y ≥ 0 & x2 + y2 ≤ 2x

Oblast E načrtněte.

Řešeńı:
Oblast je horńı polovina kruhu o poloměru 1 se středem v bodě (1, 0), protože druhá nerovnost je po
doplněńı na čtverec ekvivalentńı podmı́nce (x−1)2+y2 ≤ 1. Bude tedy vhodné použ́ıt polárńı souřadnice,
s př́ıpadným posunutým středem.

Pomoćı “standardńıch”polárńıch souřadnic:
Oblast E parametrizujeme pomoci

Φ : x = % cosϕ, y = % sinϕ .

Po dosazeńı do nerovnosti máme
% sinϕ ≥ 0, %2 ≤ 2% cosϕ

tedy pro % > 0 muśı být % ≤ 2 cosϕ a sinϕ ≥ 0 a speciálně cosϕ ≥ 0. Oblast parametrizace U tak
bude

U : 0 ≤ ϕ ≤ π
2 & 0 ≤ % ≤ 2 cosϕ .

Takže dostáváme

∫∫
E=Φ(U)

xy dS =

∫∫
U

%2 cosϕ sinϕ · % d% dϕ =

π
2∫

0

2 cosϕ∫
0

%3 cosϕ sinϕ d% dϕ =

=

π
2∫

0

[%4

4

]%=2 cosϕ

%=0
cosϕ sinϕ dϕ = 4

π
2∫

0

cos5 ϕ sinϕ dϕ = 4
[
− cos6 ϕ

6

]ϕ=π
2

ϕ=0
=

2

3
.

Pomoćı “posunutých”polárńıch souřadnic:
Půlkruh E parametrizujeme pomoćı

Ψ : x− 1 = % cosϕ, y = % sinϕ

a oblast́ı parametrizace

V : 0 ≤ ϕ ≤ π & 0 ≤ % ≤ 1 .

Jakobián z̊ustává stejný jako u obvyklých polárńıch souřadnic, tj. det Ψ′ = %. Takže dostáváme

∫∫
E=Ψ(V )

xy dS =

∫∫
V

(1 + % cosϕ)% sinϕ · % d% dϕ =

π∫
0

1∫
0

%2 sinϕ+ %3 cosϕ sinϕ︸ ︷︷ ︸
sin 2ϕ

2

d% dϕ =



=

( 1∫
0

%2 d%

︸ ︷︷ ︸
1
3

)
·

( π∫
0

sinϕ dϕ

︸ ︷︷ ︸
2

)
+

( 1∫
0

%3 d%

)
·

( π∫
0

sin 2ϕ

2
dϕ

︸ ︷︷ ︸
0

)
=

2

3
.

Pomoćı Fubiniho věty (tj. postupné integrováńı):
Množinu E si nařeženeme svisle:

E : 0 ≤ x ≤ 2 & 0 ≤ y ≤
√

2x− x2

a pak máme ∫∫
E

xy dS =

2∫
0

√
2x−x2∫
0

xy dy dx =

=

2∫
0

x
[y2

2

]y=
√

2x−x2

y=0
dx =

2∫
0

x2 − x3

2 dx =
[
x3

3 −
x4

8

]2
0

=
8

3
− 2 =

2

3
.

2. Spoč́ıtejte objem tělesa
A : x2 + y2 + z2 ≤ 2 & x2 + y2 ≤ 1 .

Těleso A načrtněte.

Řešeńı:
Těleso A je pr̊unik koule o poloměru

√
2 a válce o pr̊uměru 1, jehož osa procháźı středem koule.

Použijeme proto cylindrické souřadnice:

Φ : x = r cosϕ, y = r sinϕ z = h .

Po dosazeńı do nerovnosti máme
r2 + h2 ≤ 2, r2 ≤ 1

Oblast parametrizace U tak bude

U : 0 ≤ ϕ ≤ 2π & 0 ≤ r ≤ 1 & −
√

2− r2 ≤ h ≤
√

2− r2 .

Pak dostáváme

objem A =

∫∫∫
A=Φ(U)

1 dV =

∫∫∫
U

r dh dr dϕ =

2π∫
0

1∫
0

√
2−r2∫

−
√

2−r2

r dh dr dϕ =

=

2π∫
0

1∫
0

2r
√

2− r2 dr dϕ =

2π∫
0

[
− 2

3 (2− r2)3/2
]r=1

r=0
dϕ =

2π∫
0

2
3 (2
√

2− 1) dϕ = 4π
3 (2
√

2− 1) .

Výpočet pomoćı sférických souřadnic (těžš́ı):
Zjednoduš́ıme se to t́ım, že těleso je symetrické podle roviny z = 0, takže si spoč́ıtáme jen objem části A′ nad touto

rovinou:
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Ψ : x = r sinϑ cosϕ, y = r sinϑ sinϕ, z = r cosϑ .

Po dosazeńı do nerovnost́ı máme
0 ≤ z = r cosϑ, r2 ≤ 2, r2 sin2 ϑ ≤ 1

speciálně 0 ≤ r ≤ min{
√

2, 1
sinϑ
}. Z toho dostáváme (i podle náčrtu) oblast parametrizace jako

V : 0 ≤ ϕ ≤ 2π a

{
0 ≤ r ≤

√
2 pro ϑ ∈ 〈0, π

4
〉

0 ≤ r ≤ 1
sinϑ

pro ϑ ∈ 〈π
4
, π

2
〉

Pak dostáváme

objem A′ =

∫∫∫
A′=Ψ(V )

1 dV =

∫∫∫
V

r2 sinϑ dr dϑ dϕ =

=

2π∫
0

π
4∫

0

√
2∫

0

r2 sinϑ dr dϑ dϕ+

2π∫
0

π
2∫
π
4

1
sinϑ∫
0

r2 sinϑ dr dϑ dϕ =

=

2π∫
0

π
4∫

0

2
√

2
3

sinϑ dϑ dϕ+

2π∫
0

π
2∫
π
4

1
3 sin3 ϑ

sinϑ dϑ dϕ =

=

2π∫
0

2
√

2
3

[
− cosϑ

]ϑ=π
4

ϑ=0
dϕ+

2π∫
0

1
3

[
− cotg ϑ

]ϑ=π
2

ϑ=π
4

dϕ =

=

2π∫
0

2
√

2
3

(
1−

√
2

2

)
+ 1

3
· 1 dϕ = 2π

3
(2
√

2− 1)

Celkem tedy
objem A = 2 · objem A′ = 4π

3
(2
√

2− 1) .
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